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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Gi i thi u 

Dãy s làmtphncaĐis cũng nh Gi i tích toán h c. Dãy s đóng m t vai trò c c kì 
quan tr ng trong toán h c cũng nh nhi u lĩnh V cc ađ i s ng. Trong các kì thi HSG qu c gia, 
IMO (Olympic toán h c qu c t ), hay nh ng kì thi gi i toán c a nhi u t p chí toán h c các bài 
toán V dãy s đ c xu t hi n khá nhi u và đ c đánh giá m c đ khó. Các b n h c sinh cũng 
đã đ c làm quen V i dãy s t r t s m, t h i ti u h c chúng đã đ c làm quen V i các bài toán 

V dãy s nh : tìm quy lu t c a m t dãy s đ n gi n,... 

Đây không ph i m t giáo trình V lí thuy t dãy s mà ch là m t chuyên đ nh trình bày m t 

V n đ nh trong lĩnh V c dãy s . T p tài li u này g n nh m t bài vi t m , nh m t cu c trao 
đ i, trò chuyên, trình bày con đ ng đi tìm công th c t ng quát c a m t s d ng dãy s c b n, 
t đó ng d ng đ gi i m t s bài toán. 

Do đây là chuyên đ đ u tay c a tôi, nên n i dung cũng nh cách trình bày trong tài li u này 
ch c ch n còn nhi u thi u xót, r t mong b n đ c thông c m và có ý ki n đóng góp đ bài vi t 
đ c hoàn thi n. M i ý kiên đóng góp, ph n hi xin g i V đ a ch hòm th : 
ibelieveicanfly@ymail. com 


Tr n Duy s n 
Xuân k s u 2009 
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The lo ve makes us stronger 



Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


M t s kí hi u dùng trong t p tài li u 

• CSN - c p s nhân 

• CSC - c p s c ng 

• CTTQ - Công th c t ng quát 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


M c 1 c 

Trang 

Đi tìm công th c t ng quát dãy s . 5 

Ph ng trình sai phân tuy n tính. 14 

s d ngphépth 1 ng giác đ xác đ nh CTTQ dãy s . 16 

Các bài toán dãy s ch nl c. 18 

Bài t p đ ngh. 20 

Tài li uthamkh o. 21 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Đi tìm công th c t ng quát dãy s 

Trong ph n này, tôi và các b n s cùng nhau tìm hi u và nêu ý t ng tìm CTTQ c a m t s 
d ng dãy s b 72 . Chúng ta s b t đ ub ng m t bài t p ã n gi n trong sách giáo khoa sau: 

Ví d 1: (Bài 45, trang 123, Đ ỉs & Gi ỉ tích 11 nâng cao) 

Cho dãy s (u n ) xác đ nh b i: 

u I T"1 

u ị = 2 và u n = —^— Vrz > 2. Ch ng minh r ng u n 
V i m i s nguyên d ng n. 

Ý t ng: 

Khi g p d ng bài ch c h n nhi u b n s nghĩ ngay đ n vi c ch ng minh b ng ph ng pháp 
quy n p. Nh ng làm nh th thì ch ng có gì thú V , V y t i sao chúng ta không th đi tìm m t 
cách gi i khác cho bài toán này! Ta nh n th y đ bài cho m t công th c truy h i xác đ nh dãy 
(u n ) và cho s h ng đ u tiên uị = 2 nên ý t ng c a chúng ta s là tìm cách đ a (u n ) V m t 

CSC ho c CSN đ d dàng liên h V i Mj đã cho. 

Gi i: 


2"- 1 +1 
2 "-' 


Ta vi 11 i (u n ): 2 u n — u n ị +11 đó ta s tìm cách đ a V CSN. Nh ng m t r c r i nh là V 
ph i c a công th c truy h i có s 1. Bây gi n u đ t u n =v n + d và thay vào dãy ta đ c: 

2(v n +d)=v n _ ỉ + d + 1. T đónu2í/=í/+l<=>í/=lthì (v n ) s là m t CSN V i công b i 


ỡ = - 7 =>v„ = —ttV,. Màv, =u, - ứ => V. =1 =>w 

1 2 n 2^“* 1 1 I 1 n 

Đ n đây bài toán coi nh đ c ch ng minh xong! 


=v ;; +d 


1 ., r~ x +1 
1 + 1 — ———:— 

2«-i 2 n ~ ì 


Nh n xét: 


Bài toán trên r t đ n gi n và đi n hình cho d ng bài tìm CTTQ c a dãy s . Thông th ng 
chúng ta có th d dàng gi i nó b ng ph ng pháp quy n p. Nh ng n u không cho tr c CTTQ 
c a dãy s thì ph ng pháp quy n p g n nh vô hi u và c n có ph ng pháp cho nh ng tr ng 
h p nh th . Trong t p tài li u này tôi và các b n s cùng nhau đi tìm CTTQ c a dãy s . Ti p 
theo ta s xét m t s ví d khác sau đây. 

Víd 2: 

Tìm CTTQ c a dãy (u n ) đ c xác đ nh: Uị = 2, u n = 2 u n _ị + n — 2 Vrz > 2. 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Ý t ng: 

Ti p t c ý t ng nh ví d 1, tuy nhiên ta th y trong công th c truy h i đã cho xu t hi n 
m t đa th c theo n là n — 2 nên cách làm c a chúng ta s hi khác m t chút. 

Gi i: 

Gi s : u n = v n + an + b (2). 

Thay vào dãy đã cho ta đ c: v n + an + b — 2(v n _ị + a(n -1 ) + b) + n — l,ch na,bsao cho 
an + b = 2a(n - 1) + 2b + n -1 ^ a(n - 2) + b + n -1 = 0 => (v n ) là m t CSN và 

_ f« = -1 _ 

v n =2 Vj. Thay n = 1,2 => •< . Ti p t c thayữ,ổ>vào(2) suy ra: Vj = Uị + 1 + 1 = 4 

[b = -ì 

_. _ r\ n—\ r\ n+\ . _ r\ n+\ ^ -ị 

^>v n =2 Vj = 2 =>u n =2 —n — l. 


Víd 3: 


u ị = 1 


Cho dãy s (u n )\< \/n > 2. Tìm CTTQ c a (u n ). 

l u n = 3 u n-l + r 

Gi i: Gi s : u n =v„ +q2 n (3). 

Thay vào dãy s đã cho ta đ c: V n + q 2" = 3(v n _ị+q 2 n ~ l ) + 2" 


V n = 3 n 'v , 

=> ị => q = — 2 . 

q T =3q2 n ~ 1 + 2 n 

Thay vào (3) suy ra: Vj = — 2 1 = — 1 => V n = —3 ,ỉ_1 U n = 2" — 3" _1 . 


Nh n xét: 

T ba ví d trên, chúngta có th phát bi u bài toán t ng quát sau: 

(cách gi i t ng quát s nói t i trong ph n Plĩ ng trình sai phân tuy n tính) 


Bài toán t ng quát 1: 

1 u, =c 

Cho dãy (w )đ cxácđnhb H \/n> 2. 

\au n =bu„_ l + f(n) 

Trong âóa,b,c\ầ các h ng s và/(rz)làm t đa th c theo n. Tìm CTTQ c adãy (u n ). 



The love makes us stronger 






Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Các b n có th t t ng quát bài toán trên d i d ng công th c, V im t chút kiên nh n bi n 
đ i tôi cũng tìm đ c hai CTTQ sau đây, ngoài ra các b n hãy t mình t ng quát nh ng công 
th c ph c t p h n. 




Th là b tã u hình thành ph ng pháp r i ã y nh ! Chúng ta ti p 1 ch ng m t bài toán r t n i 
tỉ ng sau ã y: 

M t đôi th con (g m m t th đ c và m t th cái) k t lúc tròn hai tháng tu i c mi tháng 

đ ra m t đôi th con (g m m t th đ c và m t th cái). Gi s t lúc đ u tháng giêng có m t 

đôi th s sinh., h i đ n đ u tháng n có bao nhiêu đôi th . 

Bài toán Fibonaccỉ, trích cu n Liber Abaci (sách V toán đ ). 

Ý t ng: 

Đây là m t bài toán đ đ n thu n, đ ti n cho vi c gi i toán, ta s tìm cách vi 11 i đ bài. 
G iF n là s đôi th sau n tháng. Thì F l = 1, F 2 = l.Ta d th y đ n tháng ba, đôi th tháng 

giêng đ còn đôi th sinh ra tháng hai m i 1 tháng tu i nên ch a đ nên có F 3 — 2 + 1 = 3 đôi 

th , đ n tháng th t thì đôi th tháng giêng và tháng hai đ nên có F 4 = 3 + 2 = 5 đôi th . c 

ti p t c suy di n nh V y ta suy ra: F — F ị + F 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Đ bài đ c vi 11 i nh sau: 
Ví d 4: (dãy Fibonacci) 


Dãy (F n ) đ c xác đ nh F l = 1, F 2 =ì và F n = F n _J + F n _2 \fn > 3.Tìm CTTQ c a (F n ). 

Ý t ng: 

Không nh nh ng bài toán đã g p trên, bài toán này chúng ta g p m t công th c truy h i 
liên quan t i 3 s h ng c a dãy. Ý t ng c a chúng ta bây gi s là tìm cách bi n đ i công th c 
truy h i đó V d ng đ n gi n h n ch liên quan t i 2 s h ng c a dãy. 


Gi i: 


Gi i s :F n - \F n _ x = Ả 2 {F n _ x - \F n _ 2 ) = ă;- 2 (F 2 - /ựi) 


Ăị + Ắ 7 — 1 

Ả X À 2 = — 1 


Suy ra/lp/l 7 là nghi mc a ph ng trình: Ă 2 — Ă — 1 = 0 , gi i PT ta đ c hai nghi m 

, _l±Vs _ . _ l->/5 , _Í + F 
A,2 0 .Ch nẢị ,Á 2 


=>^„- 




ịi-sB] 

F 

fl + >/5Ì 

n-2 

F — 

fi-V5Ì 

y 



2 ) 

Íỉ-I 

l 2 J 


V 

l 2 J 

) 


l 2 J 


l-x/5 


V 


+ 


1 + V5 


n —2 


. n—1 


V 


Áp d ng k t qu công th c t ng quát 2 ta suy ra: 

V, . /7V r. 


F = 


1 


"“Vĩ 


ì+VsỴ 1 - Vs 

V 2 y V 2 y 




Chú ý: 


> Bài toán trên đ c Leonardo Pisano (kho ng 1170-1250) hay còn g i là Fibonacci phát 
bi u 1 n đ u tiên ttrong m t cu n sách c a mình tên là Liber Abaci d i d ng m t bài 
toán đ . Dãy Fibonacci là m t dãy s có r t nhiên ng d ng trong toán h c, kinh t , sinh 
h c, h i h a,... Có r t nhi u tính ch t tuy t đ p c a dãy Fỉbonacci nh ng trong khuôn 
kh c a t p tài li u không th nói đ n đ c, hi V ng có th cùng các b n trao đ i V dãy 
Fỉbonacci trong m t chuyên đ khác! 

> Công th c chúng ta V a tìm đ c còn có tên là công th c Bỉnet do nhà toán h c Pháp 
Binet (1786 - 1856) tìm ra đ u tiên. 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


T cách làm ví d 4, ta rút ra đ c bài toán t ng quát sau: 


Bài toán t ng quát 2: 

{ ĨÀ/-Í I •) ỈẢ/ ọ 

\/n > 3. 

u n -au n _ ỉ +bu n _ 2 =0 

Trong đóa,b,X l ,X 2 lầ các h ng s và a~ — 4b > 0. Tìm CTTQ c a dãy (u n ). 



Gi ì: (t ng quát) 

Giiph ng trình đ c tr ng: Ă 2 — CIĂ + b = 0. t đó tìm đ C/Ip/L,, khi đó: 
U n — \u n _ị = Ả 2 (u n _ J — \u n _ 2 ) =... = Ă 2 (u 2 — ẲịU ì ) 
í '*—^ U n ^\tẦ n _ị T (x 2 " ẢịXị)Ả~Ị 

Áp d ng Công th c t ng quát 2: 

/ \ / \n -2 í 

N uẢ ĩ = Ẳ 2 = ^-thì: u n = x 2 — --X x (II-1) ệ ^ 

z \ I ) ỵi) 

í „ V Í_2 IV \ 1 / \"-2 

= T- ^2-^1 (n-v + x,- =(k(n-ì)ỉ) =- 

\ Z J Lv z ) Z J \ Z J 


l _ Xịũ 

Trong đó k,l là nghi mc ah ph ng trình: < 2 

k +1 = Xo 


(s a) 


Víd 5: 


Cho dãy (u ) đ c xác đ nh: 


TìmCTTQc a («„). 


Ỉ-/ Ị 1^ -Ị 3 

u n - 5m ;7 _j + 6w n _2 = 2n 2 + 2« +1 v« > 2 


Gi i s ■ u = V + an 2 +bn + c, c n ch n a,b,c sao cho: 


2« 2 + 2« +l = (ữn 2 + Zw +c)-5{a{n -l) 2 + -l)+c) + 6(ứ(n -2) 2 +b(n -2) + c) (5.1) 

v n+l -5v n +6v n _ ì =0 (5.2) 


The love makes us stronger 






Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Thaylnl t n — 0,l,2vào(5.1) ta có h : 


\9a-lb + 2c = 1 a = 1 
7a-5b + 2c = 5 <=><& = 8 


[-a-3b + 2c = n [c = 19 

Đ n đây ta gi i ti p(5.2)t đó có th suyra(w n ), công vi c này xin đ cdànhb n đ c. 

Víd 6: 


Tìm CTTQ c a (u n ) bi t: U Ị = 1, u n = 


Gi i: 


u n +2 


\/n e N*. 


_ u„ 1 u +2 2 

Ta có: u n = —— ỈL — <=> — = — n —— = 1 +- 

u n +2 u n u n u n 

1 k=i 

Đt:v 

u n \ V n= ì + 2 x ’n-l 


=>v n =r -1 =>u„ =—r—. 

n n 2 n J 


Nh n xét: 


Đây là d ng bài toán tìm CTTQ c a dãy s cho b i m t công th c truy h i d ng phân tuy n 
tính V i các h s h ng. Chúng ta có th d dàng t ng quát bài toán trên d i d ng sau đây: 


Bài toán t ng quát 3: 

Cho dãy (u n ) đ c xác đ nh b i: = a, U n = - U ”~ l —— x/n e N* 

ru n- l+s 

Trong đó C(,p,q,r,s là các h ng s . Tìm CTTQ c a dãy (u n ). 


Gi i: (t ng quát) 


Đ t: u„ =v+í=>v+f = —^- ị -<=> v„ = 

n n n í . , \ . n 


p(vi+0 + g 

r (Vi +t ) + s 


(p - rt ) V „_1 - rt 2 + (p -s)t + q 
rv n _ x + rt + s 


Ta ch n: rt 2 + (p — s)t + q = Okhi đó: — = a— —byổ.T đó tìm đ c CTTQ c a(v n )r i 


v„ V, 

n n —1 


suy ra (m ). 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Chúng ta ti p t c xét m t ví d sau là d ng bài xác ã nh CTTQ c a dãy s khi bi t công th c 
truy h i có căn th c 

Víd 7: 

Cho dãy (u n ) đ c xác đ nh: Uị = 2, u n+l = 2 u n + ^3ul — 2 . Tìm CTTQ c a (, u n ). 

Ý t ng: 

Ta th y trong công th c truy h i có căn th c nên vi c đ u tiên c a chúng ta làm s là khai 
tri n căn th c, t đó s tìm cách đ a dãy V d ng đ n gi n h n. 

Gi i: 

Vi 11 i công th c truy h i: (u n+l - 2 u n ) 2 = 3 ul - 2 <+> u 2 n+ì - 4 u n+ỉ u n +u 2 + 2 = 0. Thay n 
b ng n -1 ta đ c: u] - 4ií fl ií fl _ 1 + + 2 = u 2 _ị - 4 u n _ Ị u n +u] + 2 = 0. 

T đó suy ra: M )J+1 và u n _ị là nghi m c a ph ng trình: X 1 — 4 xu n +u 2 + 2 = 0 

=> u n + l + u n -1 = • 

T đây ta đã đ a đ c V d ng quen thu c, các b n hãy giúp tôi hoàn thành n t bài toán này! 

Víd 8: 

u { =\, V Ị - 1 

Cho 2 dãy s (ụ n ), (v „): < u n+ỉ = 4 u n - 2v n 

v n + l= u n +v n 

Tìm CTTQ c a (u n ) và (v „). 

Gi i: 


Thay n b ng n — lta đ c: 
ịu, , = 4m„ - 2v „ 

ị =>u n+ , = 4M - 2x> = 4M - 2(m jj _ 1 +v ,) = 4w„ - 2 m h _-, -2v , 

71 +1 71 72 72 ^ 72-1 77 — 1 ^ 77 72 —1 72 —1 

K =«„-i+v n _ 1 

= 4«„ -2í7^, +m„ -4m„_ 1 =5m„ 

Ím, =1, u 0 =2 

T đó ta có h < =>u n =2" . Thay vào h đã cho, suy ra: 


V , =v„ +2” 

n+l n 


2 n ~\ 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Nh n xét: 

Đây là d ng bài toán xác đ nh CTTQ dãy s cho b im th ph ng trình. Ta có th t ng quát 
bài toán trên d i d ng: 


Bài toán t ng quát 4: 



£ 

II 

p 

< 

II 

Cho dãy (u n ), (v ;í )đ c xác đ nh b i: < 

U n + l=P U n +( l V n 


v n + x= m n +sv n 

Trong âóCC,J3,p,q,r,s là các h ng s . 

TìmCTTQc a dãy («„), (vj. 


Gi i: (t ng quát) 

Thay n b ng n — 1 ta đ ch 


u n =pu n - ỉ +qv n _ ì 


v n = m n-ì +sv n-l 


=> U n + l=P U n + q V n = p u n + q {ru + sv „_!) 

= pu n + qru n _ l + s (u n - pu = (p + s )u n + (qr - ps )u n _ x 
Ou n+l -(p +s)u n +(ps -ợr>!„_! = 0 
T đây ta đ a đ c V d ng nh Bài toán t ng quát 2. 

Ngoài vỉ c tìm CTTQ c a nh ng bài toán cho tr c, chúng ta cũng có th t t ng quát m t 
s d ng dãy s khác. Chúng ta s cùng nhau xét m t ví d : xây d ng ph ng trình phi tuy n b c 
cao t nghi m c a m t ph ng trình b c 2. 

Xét ph ng trình b c 2: X 2 — inx +1 = 0 có nghi m là X I và X 2 . Xét m s th cCCb t kì 
X I +1, Ị .Khi đó U n = Oi ỊX! +x 2 + 2 Ị = ocu n+l + 2a 

_u 2 

=>U n+l = —— 2 Oi. T đây ta có bài toán: 

a 

Víd 9: 


Cho dãy ịu n )xác đ nhb i: U Ị = 2, u n+ỉ = 2 u 2 — ỉ. Tìm CTTQ c a iụ n ). 


The love makes us stronger 






Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


ỵ 2 ị ị 

Gi i: Ta th y: u n+l = 2w 2 — 1 <=> u n+ì = -p — 2.—Trong tr ng h p này a = —. L i có: 

2 

u 0 =aịxf + xị j = ^{ X 1 + x 2 ) = 2=>m = 4=>x 2 - 4x +1 = 0 


' x 1,2 2± v/3 


(2 + ^f+(2-Vs) 


2" A 
y 


Chú ý: 

> Trong ph n nay chúng ta V a cùng nhau tìm hi u và nêu ý t ng tìm CTTQ c a m t s 
d ng dãy s c b n. Tuy nhiên còn nhi u d ng dãy s khác, do khuôn kh tài li u có h n 
không th đ c p h t đây. R t mong các b n thông c m và hãy t mình tìm hi u, khám 
phá nh ng lo i dãy s m i! 

> Trong các ph n ti p theo, tôi s gi i thi u m t s bài toán mà trong quá trình gi i có s 
d ng k t qu c a ph n này. Nh ng tr c tiên, chúng ta hãy cùng nhau tìm hi u m t khái 
ni m r t thú V sau! 
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Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


Ph ng trình sai phân tuy n tính 

Plĩ ng trình sai phân tuy n tính là m t công c r t m nh trong vi c tìm CTTQ c a dãy s . 
Trong ph n này, tôi s gi i thi u V ỉ các b n khái quát V ph ng trình sai phân tuy n tính c p 
m tvàc p hai. 

1. Ph ng trình sai phân tuy n tính c p m t (b c nh t) 

Đ nh nghĩa: Ph ng trình sai phân tuy n tính c p m t là ph ng trình sai phân d ng: 

Uị = a, au n+l + bu n = f(n) \/n e N*. 

Trong đó a,b ^ 0, a là nh ng h ng s và/( n ) là bi u th c c a n cho tr c. 

Ph ng pháp gi i: 

Gi i ph ng trình đ c tr ng Cl/ỉ + b = 0 ta tìm đ c Ẵ. Gi i s : U n = u* n + ủ n trong đó: u* n 
là nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t au n+ì +bu n — 0 vàzĩ ( là nghi m riêng tùy ý 
c a ph ng trình không thu n nh t au n+l + bu n — f(n) . V y u* n = qĂ n ~ l (q là h ng s s xác 
đ nh sau). Đ xác đ nh ủ n ta làm nh sau: 

1. N u Ẳ ^ lthì ũ n là đa th c cùng b c V i / (n). 

ii. N u Ẳ = 1 (khi đó dãy (u n ) là CSC) thì ủ n — n.g (n) trong đó g ( n ) là m t đa th c 

cùng b c V i / (n). 

Thay ủ n và ph ng trình, đ ng nh t h s ta s tính đ c các h s c a ù n . 

2. Ph ng trình sai phân tuy n tính c p hai 

Đ nh nghĩa: Ph ng trình sai phân tuy n tính c p hai là ph ng trình sai phân d ng: 

= a, u 2 = p, au n+1 + bu n + cu n _J = f(n ) Vn G N*. 

Trong ẩóa,fi,a,b,c là các h ng s khác, a 0 và/( n ) là bi u th c c a n cho tr c. 

Ph ng pháp gi i: 

Gi i ph ng trình đ c tr ng aX 1 + b + c = 0 ta tìm đ c Ã. 

i. N u \ , Ả 2 là hai nghi m th cb ngnhau:/^ = Ã 1 — Ầ thì: u n = (A + B.n^Ả" trong đó 
A,Bâ c xác đ nh khi bi t u l ,u 1 . 


14 


The love makes us stronger 



Đi tìm công th c t ng quát dãy s 


Tr n Duy s n 


11 . 


iii. 


N u Ẫị , Ả 2 là hai nghi m th c khác nhau thì: U n = AẲ" + BẢ" trong đó A, B đ c xác 
đ nh khi bi t U V U 2 . 

N U/I là hai nghi mph c, gi s : Ầ = x + iy iKr. Ả = r(cos (Ọ + i sin (p) và 
u n = r" (Acosntp + Bsinntp}, trong đó: 


r = \Ă\ = ^jx 2 + y 2 , tan <p = ị 


í -7Ĩ 71 ^ 


2 ’ 2 


và A, B đ c xác đ nh khi bi t 


lẦị y ^2 * 


Chú ý: 


> Nh các b n đã th y, nhi u suy lu n trong ph n đi tìm công th c t ng quát dãy s c a 
chúng ta khá gi ng V i t t ng c a ph ng trình sai phân tuy n tính. Tuy nhiên, nh ng 
suy lu n đó r 11 nhiên, trong sáng và hoàn toàn không c n t i m t công c cao c p nh 
ph ng trình sai phân tuy n tính ph i không các b n ! 

> Ph ng trình sai phân tuy n tính hay m t s công c khác (ví d : hàm sinh ) là nh ng 
khái ni m thu c toán h c cao c p, có nhi u ng d ng trong vi c tìm CTTQ c a dãy s . 
Nh ng đ đ m b o tính s c p c a t p tài li u, nh ng khái ni m đó không đ c đ c p t i 
đây, r t mong b n đ c thông c m! 


p/s: N u các b n mu n tìm hi u V nh ng khái ni m nói trên có th tham kh o trong m t s tài 
li u nh : 

[1] Nguy n Văn M u (ch biên) - Chuyên đ ch nl c dãy s và áp d ng, NXB Giáo D c 2008. 

[2] Các di n đàn: http://maths.vn , http://diendantoanhoc.net ,. ■■ 
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s d ng phép th 1 ng giác đ xác đ nh 
CTTQ dãy s 

Nhiêu công th c truy h i ph c t p tr thành ã n gi n nh th c hi n phép th l ng giác. 
Chúng ta hãy cùng nhau xét nh ng ví d sau. 

Víd 8: 

Hãy tìm cách bi u di n ^2 + sfĩ + ... + V2 d i m t d ng khác. 

Ý t ng: 

Đây là m t bài toán kinh đi n trong 1 ng giác, n u tinh m t m t chút ta có th d dàng đ a 
nó V m t bài toán dãy s , cách làm đó nh sau: 

Đ t: Wj = >/2, u 2 = sj 2 + \Í 2 U n = a /2 +V2 + ... + V2 

T đó suy ra: U n = ^2 + U n _ị . 

Gi i: 


Ta th y: 


u 


{ = \Í2 = 2cos— u 2 = yj2 + Uị uị = 2 + u l = 2 


f _ 71 ^ 

1 + cos — 

V 4 J 


. 2 71 

= 4cos — 


K 

=>u 0 = 2cos—. 

2 8 

T đó suy ra: U n — 2cos +1 (các b n có th dùng ch ng minh quy n p đ ki m tra 1 i). 


Ti p t c ý t ng dùng phép th 1 ng giác, liên t ng t i công th c 
To be continue... 
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Các bài toán dãy s ch n 1 c 

Trong ph n này tôi s ã a ra m t s bài toán dãy s mà trong quá trình gi ỉ có s d ngk t 
qu c a các ph n tr c. 

Ví d : (HSG Qu c gia 1997) 

Cho dãy s (x n ) : X 1 = 7, x 2 = 50, x n+ỉ = 4x n + 5x n _j -1975 Vn > 2. 

Ch ngminhr ng: x 1996 Ì1997. 


Gi i: 

Víd : (IMO 1967) 


Trong m t cu c thi đ u th thao có m huy ch ng, đ c phát trong ĩl ngày thi đ u. Ngày th 

1... ~ , 1 

nh t phát m t huy ch ng và — s huy ch ng còn 1 i. Ngày th hai phát hai huy ch ng và — 

s huy ch ng còn 1 i. Nh ng ngày còn 1 i đ c ti p t c t ng t nh V y. Ngày sau cùng còn 
1 i n huy ch ng đ phát. H i có t t c bao nhiêu huy ch ng và đ c phát trong bao nhiêu 
ngày? 

Ý t ng: 


Tho t nhìn ta th y đây ch làm t bài toán đ đ n thu n, nh ng n u “nh yc m” m t chút ta 
có th bi n nó V m t bài toán dãy s . N ug ĨM/làs huy ch ng phát trong ngày th Ả; thì: 

u 0 =m, í/j =l + y(m -1), w 2 = 2 + y 



( 1 'ì 


6 

( 1 ,) 

m - 

1 + —(m -1) 

-2 


l + -(m -1) 


l 7 ) 


~ 1 

l 7 J 


6 6 


■u 2 = —u 


—u I — 

7 1 7 


, b ng quy n p ta ch ng minh đ c: 


u k+i = ~j u k ~~j = ~j u k ^ 

Gi i: 


T công th c truy h i tìm đ c, ta suy ra: 


Í-T " 1 

v7. 


(m - 36) -6 n + 42 = n 


m -36 = (In -42) 


f 1 Ỵ~ ì 

v6y 


= (n -6)-^-. Do (7,6) =1 và 
6 


6" 1 > n - 6 => n - 6 = 0 <=> n = 6 m = 36. 
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V y có 36 huy ch ng phát trong 6 ngày. 

To be continue... 
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Bài t p đ ngh 

Bài vi t đ n đây là k t thúc, sau khi đ c bài vỉ t này, các b n hãy t mình gi i m t s bài t p 
ã ngh sau đây. 

Bài 1: 


Cho dãy(w ): 


Uị =u 2 = 1 

K -1 + 2 


u n = 


u 


n— 2 


TìmCTTQ(ỉ/ n ). 
\/n>2 n 


Bài 2: (HSG Qu c gia b ng A -1998) 


Cho dãy s {u n )\ 
Tìm s nguyên d 


ịu 0 = 20, Uị = 100 

\ u n + l =4u n +5u n-l +20 Vn > 2 

ng h bé nh t sao cho: U n+h —U n : 1998 \/n e N . 


To be continue... 
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